RESPOSTA ESPERADA — MATEMATICA

Questao 13

a) Suponha que o angulo de giro do ponteiro seja diretamente proporcional a velocidade. Nesse
caso, qual é o angulo entre a posicdo atual do ponteiro (0 km/h) e sua posicao quando o
velocimetro marca 104 km/h?

b) Determinado velocimetro fornece corretamente a velocidade do veiculo quando ele trafega a 20
km/h, mas indica que o veiculo estd a 70 km/h quando a velocidade real é de 65 km/h. Supondo
gue o erro de afericao do velocimetro varie linearmente com a velocidade por ele indicada,
determine a funcao v(x) que representa a velocidade real do veiculo quando o velocimetro marca
uma velocidade de x km/h.

Respostas esperadas.
a) Como o angulo de giro do ponteiro é diretamente proporcional a velocidade, podemos escrever

210°  x
240km  104km

Desse modo, x =104-210/240 =91°.
Resposta: O angulo mede 91°.

b) A funcado pedida tem a forma v(x) = ax + b, em que a e b sdo constantes reais. Sabemos que o
grafico de uma funcéo linear é a uma reta cuja inclinacdo é a e cujo ponto de intersecdo com o
eixo-y é (0, b). Assim, sabendo que a reta passa pelos pontos (20, 20) e (70, 65), encontramos o
coeficiente a escrevendo

De posse de a, encontramos b usando um dos pontos dados. Tomando o ponto (20, 20), temos

v(20)=a-20+b
20=09-20+b
b=20-18=2.

Resposta: A funcao é v(x) = 0,9x + 2.

b’) A funcao pedida tem a forma v(x) = ax + b. Como a reta passa pelos pontos (20, 20) e (70, 65),
temos o seguinte sistema linear
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20
65

20a+b
70a+b

Subtraindo a primeira linha da segunda obtemos 50a = 45, donde a = 9/10. Substituindo, agora, o
valor de a na primeira equacao, obtemos 20.9/10 + b = 20. Desse modo, b =20 - 18 = 2.

Resposta: A funcao é v(x) = 0,9x + 2.

Questao 14

a)

Por norma, em cdmodos residenciais com area superior a
6 m2, deve-se instalar uma tomada para cada 5 m ou
fracdo (de 5 m) de perimetro de parede, incluindo a
largura da porta. Determine o numero minimo de
tomadas do comodo representado ao lado e o
espacamento entre as tomadas, supondo que elas serao
distribuidas uniformemente pelo perimetro do cémodo.

Um eletricista deseja instalar um fio para conectar uma
lampada, localizada no centro do teto do cémodo, ao

L 3,0m R
I g
=+
2,4m
Interruptor
v S —
| 1,0m I

interruptor, situado a 1,0 m do chado, e a 1,0 m do canto do cémodo, como esta indicado na
figura. Supondo que o fio subira verticalmente pela parede, e desprezando a espessura da parede
e do teto, determine o comprimento minimo de fio necessario para conectar o interruptor a

lampada.

Respostas esperadas.

a) O cdmodo, cuja area é superior a 6 m?, tem perimetro igual a 2-3,0+2-2.4 =10,8 m. Desse modo,
0 numero de tomadas é maior ou igual a 10,8/5 = 2,16. Logo, é preciso instalar ao menos 3

tomadas, espacadas de 10,8/3 = 3,6 m.

Resposta: Devem ser instaladas ao menos 3 tomadas, com um espacamento de 3,6 m

entre elas.

O fio devera subir 2,7 — 1,0 = 1,7 m verticalmente pela
parede. Além disso, sera preciso gastar a metros de fio para
ligar o ponto do teto que estd exatamente sobre o interruptor

ao centro do cdmodo, como mostra a figura ao lado.
Nesse caso,

a’ =05% +12% =0,25 + 1,44 = 1,69.
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Logo, a=4/169 =13m, e o fio deve medir 1,7 + 1,3 =3,0 m.

Resposta: O fio deve medir 3 m.

Questao 15

a) Reescreva a equacao acima como uma equacao quadréatica e determine o nimero 4ureo.

b) Asequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... é conhecida como sequéncia de Fibonacci, cujo n-ésimo
termo é definido recursivamente pela férmula

() = 1, sen=1o0u2;
TR =1 +Fn-2), sen>2.

Podemos aproximar o nimero aureo, dividindo um termo da sequéncia de Fibonacci pelo termo
anterior. Calcule o 10° e o 11° termos dessa sequéncia e use-os para obter uma aproximacao com
uma casa decimal para o niUmero aureo.

Respostas esperadas.

a) Reescrevendo a equacdo, obtemos

x? —x-1=0.

Podemos resolver essa equacao usando a formula de Baskara:

S GUE: (-2 -4-1-(=) _1+45
- 2-1 2

Portanto, a raiz positiva da equacao é x = (1+4/5)/2.
Resposta: O niimero &ureo é (1++/5)/2.

b) Aplicando a férmula recursiva de F(n), obtemos F(9) =21 + 13 =34, F(10) =34 + 21 =55 e F(11)
=55 + 34 = 89. Assim, a aproximacao desejada para 0 nUmero aureo é 89/55 ~ 16.

Resposta: O 10° termo da sequéncia é 55 e o 11° termo é 89. O valor aproximado do
numero aureo é 1,6.
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Questao 16

a) Determine a &rea da regiao destacada na figura.
b) Determine o comprimento da curva composta pelos primeiros 20 arcos de circunferéncia.
Respostas esperadas.

a) Observamos na figura ao lado que

R, = AB = 1cm.
R, =CB=2R, =2cm.
Ry = AD =R; +R, = 3cm.

R, =EB=2R, =4cm.

A area da regiao destacada é a soma das
areas de dois semicirculos, um com raio
R, e outro com raio R,. Logo,

RZ RZ
A=“73+“T4:§<32 +42) =22

Resposta: A area da regido destacada é igual a 251/2 cm’.

b) O i-ésimo arco de circunferéncia mede metade do comprimento da circunferéncia de raio R, ou
seja, ¢; = nR; =xi. O comprimento da curva formada pelos primeiros n arcos é a soma dos termos

de uma progressao aritmética de termo geral c. Logo,

Supondo que n = 20, temos ¢ = 1:20-21/2 = 210w cm.

Resposta: A curva tem 210x cm de comprimento.
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Questao 17

a)

Em gemologia, um quilate é uma medida de massa, que corresponde a 200 mg. Considerando
que a massa especifica do diamante é de aproximadamente 3,5 g/cm’, determine o volume de um
brilhante com 0,7 quilate.

A figura ao lado apresenta a secao transversal de um 2 mm |

brilhante. Como é muito dificil calcular o volume exato i
. ., 1T mm 1
da pedra lapidada, podemos aproxima-lo pela soma do N "

, I i
volume de um tronco de cone (parte superior) com o de I | 0,6 mm
um cone (parte inferior). Determine, nesse caso, O 1
volume aproximado do brilhante.
1,8 mm

Dica: o volume de um tronco de cone pode ser obtido
empregando-se a férmula

Ieixo de simetria

V:%h(R2 +Rr+r?),

em que R e r sdo os raios das bases e h é a altura do
tronco.

Respostas esperadas.

a) Se 1 quilate corresponde a 200 mg, entado 0,7 quilate corresponde a 0,7-200 = 140 mg = 0,14 g.

Como cada cm’ de diamante tem 3,5 g, podemos escrever

359 0,149

1cm? X

1

donde 3,5x = 0,14, ou x = 0,14/3,5 = 0,04 cm’.

Resposta: Um brilhante de 0,7 quilate tem 0,04 cm’, ou 40 mm’.

b) A parte superior do brilhante é um tronco de cone com R =2 mm, r=1 mm e h =0,6 mm. Logo,

seu volume é
Vi =:%h(R2 +Rr+r?) :20,6(22 +2-1+1%) =14rmm?>.

Por sua vez, a parte inferior do brilhante é um cone com 1,8 mm de altura e raio da base igual a 2
mm. Assim, o volume da parte inferior é dado por
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Ve ==hR? = £18.22 = 2,4nmm’.
3 3

Logo, o volume total éiguala V, +V_ = 1,41+ 2,4n = 3,8 mm’.

Resposta: O brilhante tem volume aproximado de 3,87 mm’.

Questao 18

a) Atribuindo as letras a, b, ¢, d, e, f, g aos trechos do digito destacado do reldgio,
como se indica ao lado, pinte no gréafico de barras abaixo a porcentagem de tempo
em que cada um dos trechos fica aceso. Observe que as porcentagens referentes
aos trechos f e g ja estdo pintadas.

-

N2
F
Z = > Q '\

:

b) Supondo, agora, que o digito em destaque possua dois trechos defeituosos, que
nao acendem, calcule a probabilidade do algarismo 3 ser representado
corretamente.

Respostas esperadas.

a) Como o tempo de exposicao é o mesmo para %

todos os algarismos e o trecho a aparece em 100

8 dos 10 algarismos, concluimos que ele fica 90
aceso em 8/10 = 80% do tempo. Repetindo 80 |

esse raciocinio para os demais trechos, 70
obtemos o grafico de barras ao lado. 60 |

50

Resposta: O grafico ao lado mostra a 40

porcentagem de tempo em que cada 30
trecho fica aceso. 20 |
10
b) A probabilidade de apresentar defeito é a 0
mesma para todos os trechos. Supondo que a
ocorréncia de defeito em um trecho seja
independente da existéncia de outro trecho defeituoso, o nimero de maneiras diferentes de
distribuir dois trechos defeituosos pelos sete trechos de um digito é dado por

7!
Coa

=—=7;6=21.
' 21.51 2
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Para que o algarismo 3 seja representado corretamente, é preciso que os trechos defeituosos
sejam aqueles indicados pelas letras b e d. Assim, em apenas uma das 21 combinacdes, o
algarismo 3 sera mostrado corretamente. Logo, a probabilidade é igual a 1/21.

Resposta: A probabilidade de que o algarismo 3 seja representado corretamente é igual a
1/21.

Questao 19

a)

Uma consumidora selecionou cebolas pequenas e grandes, somando 40 unidades, que pesaram
1700 g. Formule um sistema linear que permita encontrar a quantidade de cebolas de cada tipo
escolhidas pela consumidora e resolva-o para determinar esses valores.

Geralmente, as cebolas sdo consumidas sem casca. Determine a area de casca correspondente a
600 g de cebolas pequenas, supondo que elas sejam esféricas. Sabendo que 600 g de cebolas
grandes possuem 192m cm’ de &area de casca, indique que tipo de cebola fornece o menor
desperdicio com cascas.

Respostas esperadas.

a)

O sistema linear deve ter duas equacdes, uma associada ao nUmero e a outra ao peso das cebolas
selecionadas pela consumidora. Assim, temos

X + y 40
25x + 200y = 1700

Isolando x na primeira equacao, obtemos x = 40 —y. Substituindo esse valor na segunda equacao,
concluimos que 25(40 —y) + 200y = 1700, ou 175y = 700, ou ainda y = 700/175 = 4. Logo, x =
40 -y = 36.

Resposta: Resolvendo o sistema acima, concluimos que a consumidora selecionou 36
cebolas pequenas e 4 cebolas grandes.

A casca de uma cebola pequena tem &rea igual a 4nr® = 472? = 16ncm?. Como 600 g de cebolas
pequenas correspondem a 600/25 = 24 cebolas, a area total de casca equivale a
24-16m = 384ncm?,

Como a éarea de casca de 600 g de cebolas grandes é igual a 192rcm?, as cebolas grandes
fornecem o menor desperdicio com cascas.

Resposta: O desperdicio com cascas € menor para as cebolas grandes.
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Questao 20 ftx)
8
a) A figura ao lado mostra o grafico de f(x) para um valor especifico
de p. Determine esse valor. /
6
b) Supondo, agora, que p = -3, determine os valores de x que

satisfazem a equacao f(x) = 12.

Respostas esperadas. 4 /

a) f(x) =

3X+p, sex=—p
X—p, Ssex<-p 2

Logo, parax =1, temos 3.1 + p=1-p, de modo que 2p =-2, ou p =
-1. > X

Resposta: p = -1.

a’) Para x = 1, devemos ter f(x)=2-1+|1+p|=2. Assim, |1+p|=0, de modo que p =-1.

Resposta: p = -1.

b) Se x < 3, a equagdo 2x+|x-3|=12 é equivalente a 2x — x + 3 = 12, cuja solucdo é x = 9.
Entretanto, como supomos que x < 3, descartamos essa solucao.

Se x ® 3, aequacao 2x+|x—3|=12 é equivalente a 2x + x -3 = 12, donde 3x = 15, oux = 5.

Resposta: x = 5.
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Questao 21

a) esboce, abaixo, a curva que representa a funcao P(T), exibindo o percentual exato paraT=0e T =
55;

b) determine as constantes a e b para a bateria em questdo. Se necessario, use log,(2) = 0,30,
l0g44(3) = 0,48 e log,,(5) = 0,70

Respostas esperadas.

P(T)

a) A funcdao P(T) é exponencial e tem
coeficientes a e b positivos. A curva
desejada passa pelos pontos (0, 1,6) e (55,
20), como mostra o grafico ao lado.

50

40

30 - - /
Resposta: Um esboco da curva é i - //

apresentado no grafico ao lado. 20
/1
|
b) Sabemos que P(O) = 1,6. Assim, 10 !
a-10°° =16, de modo que a = 1,6. T _ .
4] 10 20 30 40 50 B0 70
Da mesma forma, P(55) = 16-10°>°, donde
16-10°% =20,
105 20 _50 _ 25
6 4 2

log(10°*°) = log (2;) .

Logo, 55b = 2log(5) —log(2) , de modo que 55b =2-0,7-0,3 =11. Assim, temos b = 1,1/55 = 1/50.

Resposta: As constantes sao a = 1,6 e b = 1/50.
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Questao 22
a) Determine para quais valores de x o determinante de A é positivo.
b) Tomando
3
C=| 4],

e supondo que, na matriz A, x = -2, calcule B = AC.
Respostas esperadas.
a) Usando a regra de Sarrus para o determinante de uma matriz de ordem 3, obtemos

det(A) = 16x> — 36x — 64x = 16x> —100x = 4x(4x> — 25).

Esse determinante é positivo se x >0 e 4x> —=25>0, ouse x<0e 4x? -25<0.
Observamos que 4x® -25=0 se x* =25/4, ou seja, se x = 5/2 ou x = -5/2. A tabela abaixo
fornece o sinal de x, de 4x? - 25 e do determinante de A.

v

e
X2 -25) - ¥ . + "
2 0 sz

Observamos, entao, que o determinante sera positivo para —-5/2 < x < 0 e para x > 5/2.
Resposta: O determinante é positivo para -5/2 < x < 0 e para x > 5/2.

b) Sex=-2, entdo

-2 2 0
A=| 2 =2 6.
0 6 -32
Logo,
-2 2 0][ 3] [(-2-3+42-4+0-(-0) 2
B=| 2 -2 6| 4(=|2-3+(-2)-4+6-(-1) |=|-8].

0 6 -32{|-1 0-3+6-4+(=32)-(-1) 56
Respostas Esperadas e 22 Fase



RESPOSTA ESPERADA — MATEMATICA

2
Resposta: B=|-8|.
56

Questao 23

=V

a) Determine as coordenadas do ponto de tangéncia entre o circulo e areta y = —x/2.

b) Determine a equacao da reta que passa pela origem e pelo ponto C, centro do circulo.
Respostas esperadas.

a) Como mostra a figura ao lado, o quadrilatero OACB ¢é
um quadrado de lado igual a 2. Assim, a distancia entre o
ponto A e a origem é igual a 2.

O coeficiente angular da reta que passa por O e A é —1/2,
donde AD/OD = 1/2, ou OD = 2AD. Além disso, aplicando
o teorema de Pitagoras ao triangulo OAD, obtemos
OD? + AD? =27,

Logo, (2AD)? + AD? =4, ou seja, 5AD? =4, ou ainda
AD=2/+5=2/5/5.  Assim,  OD=4/+5=445/5.
Finalmente, como o ponto A esta no segundo quadrante,
suas coordenadas s&0 (-4+/5/5, 24/5/5).

=V

Resposta: O ponto de tangéncia é (-4+/5/5, 24/5/5).

a’) O ponto A tem coordenadas (x,,—x, /2). Além disso, como mostra a figura acima, o quadrilatero

OACB é um quadrado de lado igual a 2, de modo que a distancia entre o ponto A e a origem é igual a
2, 0u seja,
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Jxa =0 +(=x, /2-0)? =2.

Logo, x4 +x4/4=4, donde 5x3/4=4, ou seja, x4 =16/5. Como o ponto A estd no segundo

quadrante, temos x, =—4/+/5 = —4+/5/5. Assim, y, =—x, /2=2//5=25/5.
Resposta: O ponto de tangéncia é (-4+/5/5,2y5/5).

b) Como a reta passa pela origem, seu coeficiente linear é 0. Por outro lado, como a reta é a bissetriz
do angulo AOB, seu coeficiente angular é dado por tg(o + 45°) = [tg(a) + tg(45°)] /[1 - tg(a)tg(45°)] . Logo,
tgla +45°) = (2+1)/(1-2.1) = -3, e a reta desejada é y = —3x.

Resposta: A reta que passa pela origem e pelo ponto C tem equacao y = -3x.

b’) A reta que passa pelos pontos A e C tem coeficiente angular 2, de modo que (y. -y, (x. — x,) = 2,
ou (y. — vy) = 2(x. — x,). Como a distancia entre A e C é igual a 2, concluimos que

(Xc =) +(yc—ya)? =4. Logo, 5(xc —xp)2 =4, OU Xc —xn =24/5/5. Assim, yc -y, =4/5/5, e
C=(-4+5/5+25/5,24/5/5+44/5/5), 0u C=(-2+/5/5,64/5/5).

Como a reta desejada passa pela origem, seu coeficiente linear é 0. Por outro lado, a reta passa pelo
ponto C, de modo que seu coeficiente angular é dado por (yc —0)/(xc —0) =645 /5/(-2:/5/5) = 3.
Logo, a reta tem equacao y = —-3x.

Resposta: A reta que passa pela origem e pelo ponto C tem equacao y = -3x.
b’’) O ponto C é equidistante as retas y = 2x e y = —x/2. Reescrevendo essas retas, dizemos que C é

equidistante a -2x + y = 0 e a x + 2y = 0. Usando, entdo, a férmula da distancia entre ponto e reta,
temos

|—2xc+yc|:2 |xc +2yc|

e
(=2)? +17 V12 422

=2.

Logo, |- 2xc +yc|=2v5 e |xc +2yc|=2v5. Como xc <0 e |yc | > xc, temos o sistema linear

{—ZXC +Yc = 245

Xc+2yc 245'

cuja solucdo é x. =-2+/5/5, y. =6+4/5/5.
Como a reta desejada passa pela origem, seu coeficiente linear é 0. Por outro lado, a reta passa pelo
ponto C, de modo que seu coeficiente angular é dado por (yc—0)/(xC—O):6\/§/5/(—2\/§/5):—3.
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Logo, a reta tem equacao y = —-3x.
Resposta: A reta que passa pela origem e pelo ponto C tem equacao y = -3x.

b""’) A reta desejada ¢ a reta suporte da bissetriz do angulo AOB. Dessa forma, os pontos dessa reta
sao equidistantes as retas y = 2x e y = —x/2, ou seja, sao equidistantes a -2x + y = 0 e x + 2y = 0.
Assim, tomando um ponto (x, y) qualquer dessa reta, temos

|-2x+y]| ~ |x+2y]
\/(—2)2+12 \/12+22.

Logo, |-2x+y|=|x+2y|. As solucbes dessa equacdo sdo solucbes de -2x+y=x+2y ou de
-2x+y =-x-2y. Isolando y na primeira equacao, obtemos y = —3x. J& a segunda equacao fornece y =
x/3. Como a reta desejada passa pelo segundo e pelo quarto quadrantes, sua equacdo é y = —3x.

Resposta: A reta que passa pela origem e pelo ponto C tem equacao y = -3x.

Questao 24
B
’ﬂﬂ
,/’ 1 . A
8- J Visada | Angulo
1 // ! ~
I ’ : ACB /6
! I{')@ | Riach ~
rJ e ) 1 e BCD /3
T4 ! A
1, \ ABC /6
]
]

—_——
-_—

a) Calcule a distancia entre A e B.
b) Calcule a distancia entre B e D.

B
Respostas esperadas. 7
- 7/
R =730
a) Como a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, o r- )/
o , , I
angulo BAC mede 180 — 30 — 30 = 120°. Aplicando a lei dos senos ao 1 ol
Ca /
triangulo ABC, obtemos ,' i
] //
[
CB AB 15 AB 307
— = = Ou —_— = f,
sen(BAC)  sen(ACB) J3/2 112 P
C
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15172 _15 o5

V3/2 3

Logo, AB =

Resposta: A distancia entre A e B é igual a 5v/3m.

a’) O triangulo ABC é is6sceles, de modo que AB = AC. Tomando E como o

B
-7
ponto médio do segmento BC, observamos que o triangulo ABE é P
retangulo. Desse modo, ’;‘<’ - /\:}m
II \\\/{'\//
. ) ! E
cos(ABE) = (15/2) , 0U cos(30°) = (15/2) , ou ainda Q:M I 7/
AB AB 1 /
1300 %"
15 I,
Logo, AB=—2>=5/3m. v
V3 C

Resposta: A distancia entre A e B é igual a 53 m.

a’") Como a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, o &ngulo BAC mede 180 — 30

— 30 = 120°. Além disso, o triangulo ABC é isésceles, de modo que AB = AC. Aplicando, entao, a
lei dois cossenos ao triangulo ABC, obtemos

BC? = AB2 + AC%2 —2-AB-AC-cos(CAB),
152 = 2AB? —2-AB? - cos(120°) ,
152 =2AB? —=2-AB? - (=1/2).

Logo, 3AB? =15, donde AB = 1 _si3m

V3

Resposta: A distancia entre A e B é igual a 53 m. j
/ \
b) Aplicando, agora, a lei dos cossenos ao triangulo BCD, obtemos 7
’ |
/ !
BD? =BC? +CD” —2-BC-CD-cos(BCD) = 15% +10% =2-15-10-1/2 =175, )0 \
// !
y I
Logo, BD =+/175 =57 m. ’ 'l
/\60“ |
&~ |

Al - C -
Resposta: A distancia entre B e D é igual a 5/7 m. o T-==1
D
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